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seminar nobtes on compactificaticn and dimension in metric spaces

We are investigating the following two related guestions. (1)
W¥hat are Internal necessary and sufficient conditions on the separanl
ic gpace M such that M can be comoactificed by adjoining an -
sional set? (2) Can one obtain a Truitful genera
acing the empty set by some other class of spaces
in the definition? Here we glve a summary of results to date. T
most cases, detalls have been onitted. The intention is to cutline
what has been done, and to point the way to further problems in this
area,

ALL SPACES

'

SONSTIDERED ARE SEPARABLE A

-—4.
=

METRIZABL

)——-1

I, DERINTITIONS., Much of our vork is based on the notion of

‘n-compactness"”, which we define here.

1.9, Definition. A compact space 1s called -‘-compact, M ig said to

be < n-compact (notation: cmp Mzn) if every point

.1 M has arbiltrarily small neighbourhoods whose
boundarieg are = n-1-comoact,

1.2, Definition. Let » be a point in the swpace M. Then the compactness

of M at p (notation: cmp_ M) is the smallest non -

D
nezavive integer n such that p has arbitrarily small
neighbourhoods whoge boundaries are < n-Jl-comnact.,

LI, MATH CONJECTURE. Much of our work hag peen concerned with the
attemt to prove or disprove the following conjecture, or some modi-
fication of 1t (see VIT),

y

2.0, Donjecture, If cmp Moo= n, then M ocan be compactitfied by an ne

dimersional set, (The converse 1 truc - sgee 3.2.)
LIT. PROFPERTIES OF n-COMPACTINGS, WITH AAMPTE S
5.7, Proposition. Feor every M, cmp M= dim M. (Hence, <.z,
emp(MXN) g dim M4+ dum 1)
3.2, Theorem, Let M he compact, and let Ac M, with dim A< 1. Then
emp(MNA) 21,
3.3. Proposition. A closed subspace of an n-comuact space 18 £ 1-COom-
nact,
An open subspace of an n-compact space (n20) is s<n-
compact,
2.4, Proposition. IFf cmp M=n, then M has a countable hasge consisting

of open sets whose boundaries are £ n-lecompact.



5.5, Theerem. IT

it T ~ o Al e ot . T P T [ T 3T 1y
M'< M, anc ap,. MUs v, then p hag arbitrarily

emp [ bdry(Ua Mt )] 2 n-1.

0. Theorem, TIf cmp M=n, then for ecach 1<k gn there 18 28 closed

\od

subgset T, of I such that emp 7. = I
J.7. bExample, Let Mr be TV7 1 with an open face rvemoved. Ve
shown that cmp M,=41, omn I,=2, It is congaectured that

| )

cmp M =n., 3ee 5.3

We proceed in 3.8 - 3,13 to establish fthe axis grice of n-compact

3.2, Definition. A space M is gaid tco Mocon-

taine no uncounitabhle

- -~ 1N I P
3.%9. Thecrem., Let 3 =-{x v al L > de-
composed into two dig cets,

which may bhec construc

in the origin of the

3.70, Theorem. If the compact, n-dimensional space M 1s a union of
two disjolnt totally imperfect sets, Mﬁy My, then

cmoy M, 18 1 oor n-1.,
o A

{
.11. Theorem, For each k zuch that -1sken-1, B contains a set B

5

(%

such that cmp F, = k., ' containg no sets of higher
cmp.

3.12. Theorem. If M is coxtremely disconnected (i.,e., if every quasgi -
component of M is & point) and dim M z 1, then
dim M = cmp M., (See 5.1(c)).

5.3, Remark, Since there are extremelv disconnected spaces of each

dimension, 3.12 tells us that for each n, there is a
space M guch that dim M = 2o M = n.,

AL Problem. If "point® in 1.1 is replaced by "compact set', the

]

clagg of O-compact spaces remaing the same, Is this

true for n > 07 (Sece also VII)

(.
°
AN
AN
©

Remark. If the answer to 5.14% is "no", then Congecture 2.1 is

false,

IV, O-COMPACT SPACES. We gather together here some results con-

- i

cerning spaces M for which cmp M=0. This is the first (and best ex-
plored) special case of our theory.

L.4. Definition, A O-compact space is often called rim-compact (or

semicompact).
4,2, Example. Every locally compact space is rim-compact, but the



converse 18 false, as the following example shows.

Remove the sequence 3 71/1 ~om the closed uni inter-
Remove the sequonce 1/t from the closed unit inter

val, The resulting space is clearly not locally come-

pact, hut it s ram-compact (cf 3.7).

5. Proposition. fvery O-dimensicnal soace 18 rim-compact

4. Theorem. If M a5 rim-compact, then M can be compactified by a
O-dimensional set. (lee 2.71.)

L,5, Theorem. If cmp M = 0, then any two disjoint closed subksets in

M can be separatced by a closed locally compact set,

(See also VIT)

4,5, Theorem. Lot Moo= Q}i W E vhere, for each 1, M ig closed in M,

4
=

cmp M, £ 0, ano ﬁlf\MJ (1 # J) 18 mea ly compact

Supnoge {further that the collection {W%; 13 locally

finite, Then ecmp Mg O, (Sece also VI,)

V. STATUS OF CONJLCTURE 2.1,
.. Conjecture

L
d

T

L1 has been DPkad correcTt the following cases,

) oo (s

) dim M = cmp M

) dim M= (L.4 and (b))

) M i3 a subset of the plane.

L2, BExamnle, The open ball, with an ecquator of rational points

\Jl

adced} hag cmp 1, and 1t can be compactificd by a
~dimznsional set, Such a compactification 1s not
easy to {ind, however,
5.3, Remark Lach space Mn (5.7) can clearly be compactified by
a set of cvimension n, Henee cmp Mné n., As a matter of
fact, I cannot be compactified by a set of dimension
1

less than n, Thus 1 cmp Mn £ n, conjecturse 2.1 18

-
falge.

VI. SUM AND DECOMPOSTITION THEOREMS.

Here the analogy with dimension theory is poor. The conclusilon we

might draw from the results of this section 1g that almost any

reasonable conjecture in thig area is faloe.

6.1, Example. Adding a single voint can raise or lower the cmp of
a space by 1. (Consider 3.7, and locally compact, non-
compact spaces,)

.2. Proposition. Adding a point cannot ralse the cmp of a space by
more than one. The only case adding a point can lower
cmp 1s that which occurs when a locally compact space

is compactified by adding a polint.
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. Proposition. If M is a subsct of the
(5.1(a).)
7.5, Hemark I eems ©o be worthwile to

such that 2, while

cmp M o=

7.0, Remark. Theorem 4.0 explains our star
7.7. Exercise, We must investigate
vertie

of cmp (for example, those in III)

look

emp M o=

ting point in defining Cmp.

the extent to which our known pro-

carry over to Cmp. In mest

cases, this appears to be only a routine check.



The numbering of these results [ollows the organization of the

yreviously issued notes,

y. b, Proposition. If C,,C. are two countable, dense in themselves
i o
szts on the surface of the oven sphere O, then
M, = Oajcq and I, = Cwul. arc honecomorphic.
H [ase [
y.5. Lxample., Let O be the onen ball, D an open "disc” on its
surface, and B a countable dense set on the
houndary of D.
Let M= 0uwDwuB, Then M1 has cmp 1, and M can be
compactified by 2 one-dimensional set.
N ~ d 4 T - S T I . ] Ty = Il
5.6, Examnle., (Essentially duc Lo M. E, Rudan.) Let O be the

al

onen ball, I an arc on the surface of O, and C a
countables dense in itself set on O which "spirals

dowun" to I. Then M = OuIwuC has cmp 1, though

OwlI has cmp 2. Using 5.4 a one-dimensional com-

(e}
@]
=

vactification of M can be constructed.

There is some hope that an answer ©o the main conjecture may be

Tound by "dualizing' certain dimension theoretic results. For example,

she decomposition theorem of dimension theory can be replaced by the
followuing structure problem.

section of at most n + 1 spaces of cup O, whose

union 1s compact.

Observe that the decomposition theorem  topether with a positive
mswer te the main conjecture gives a positive solution to this
structure problem,

]

5.7

3.710. Structure Problem. A gvace has cuosn (n21) if 1t is the inter-

. Definition. Supoose Ac BcC. D isg said to be closed i1n C modulo

A1t BNVA dis closed in CNA.

The counterpart of the sum theorem of dimension might be expressed

it the following interesting problcm,

|
2
=
ro
@]
~
-

.12, Problem: Ir 19 u M, = M (compact),

i 1
@] 1 i . 3 kY N O -
) each M, is closed in M modulo M, and 4°) for

each 1, cmp Ml:Sn, Then cmp M=z n

S0 far, oroblem 6.12. 1s knoun to have an affirmative solution
only in the special case of two sets M,l
Thus we have here an unsolved conjecture concerning cmp O.

nM, = M where cmp Mq = cmp M2=CL



4.7, Example.

Remarlz,

U -

If dim M = n and cmp M = O, there does not always
exist a compactification M of M such that dim M = n
and dim (M\ M) = 0.
Obgection has been raised concerning the appropriate-
ness of the terms n - compact. and cmp. It would per-
haps bhe more accurate to use a term such as '"defi-
ciency" or "defect" of compactness, and write dof M in
place of cmp Il.



Colloguium "Generalisaties van het dimensiebegrip"

g december 1960

De nuldimensionale compactificatie van een semicompacte, separabele,

metrische ruimte.

J.M. Aarts

willekeurig kleine omgevingen bezit met compacte rand,

Een randcompacte ruimte kan zowel compact als semicompact zijn.
Definitie: Len stelsel S van verzamelingen van cen topologische

ruimte T heet lokaal eindig, als er van ieder punt van T een omge-

ving te vinden is, welke slechts met eindig veel elementen van S
een niet lege doorsnede heeft.

Definitie: Onder de maas van een stelsel verzamelingen {Ui} van een
metrische ruimte verstaan we sup {J(Gi)/i=1,2,.,.} waarbij J(Gi)
de diameter van Gi voorstelt.

Stelling 1: Zij M een randcompacte separabele metrische ruimte,
Dan is er een stelsel S van aftelbaar veel verzamelingssystemen
S45855... te construeren, waarbi] S, (i=1,2,...) uit hoogstens af-
telbaar veel gesloten verzamelingen hbecstaat:

S, ~-{U15U2,,..}

Sp = {Uﬁﬂﬂuwzﬁ'°'5U21’U223°°"'°'}
Sy = { Upqqse - }

dat aan de volgende voorwaarden voldoet:

g ]
! UéA,u.ﬁ, - Lﬂﬂ...ﬂ_P. _
| i 1 Kbk
voor leder stel indices a,...apa,. , en voor alle Ik,
[AS Y

Voor 1edere U is R(U) compact.

3 Twee verschillende U's ult een Si hebben hoogstens rand-
punten gemeen,

4°  Tedere Fi is een lokeal eindige overdekking met maas

kleincr dan of gelijk aan f%.,
2

Bewijs: A. Constructie van qu Voor leder punt » €M nemen we een
open omgeving A(p) met compacte rand en J[ A(p)]< 4.

{Ap}p _— is een open overdekking van M.
Omdat M een aftelbare basis heeft is er een aftelbare deeloverdek-

king van M, zeg: AqugﬁAgﬁ"‘



Definitie: B, = 4.
e e el i i oL
1=
Definitie: C, = B.\ |J &P
L L ][:‘: L’

Definiti U <«

efinitie: . = C, S, o= J. .
s g} i Ve { Ul} i="]
Het stelsel Aq,Ag,,.. 13 een open overdekking met compacte rand.
B, = 4.,

i i

Het stelsel Bq,B is een gesloten overdekking van M.

2}]9
Elgenschaopen a) R( ) C R(A )
wantAcB @A c::B c;»L NAy DB \B&R(A)DR( ;)

b) R(B,) is compact
want R(Bi) 1s een gesloten deel van de compacte verzameling R(Ai)

. - C=- e c-
¢) R(B,) = 8. nNnB." =4 N B.
) R( 1) 10 By Ay i

. L . , ¢
m.a.w. eon ﬂandpunt van B 15 verdichtingspunt van Ai en Bi .

Ci B\ijl
K="

Eigenschappen: a) R(C;)c U r(B.)
want: R(C )= C e =

=c.m({\) B JuBS ) =

A }
=C. Nn(§ u B, juEB ) =
T k=
1-1 - . C -
= U “ﬂfﬁbk>u(bif§Bi e
i- .\ e al i
C ]u' (PL_ n Bk)u(BiﬁBi ) = U R(B,)
¢="] - 1
R(C,) is compact 1

b)
een gcslotnn deel van U R(B ), welke als eindige

immers R(Ci) ig
N k="
verenlging van compacte verzamelingen l compact is.
c) R(Ci) = \(ci)

want als y)¢FM@E) dan p¢ R(B, ), en ook PER(B) (k<i),

Dit volgt uit het feit, cdat een randpunt van Bk verdichtingsnunt is
van Ak en uit het feit, dat een randpunt van Bl verdichtingspunt is
van szq

Dus pg.iR(Ci) D ¥ 1U’l R(B,) = p ¢ R(C ) (wegens a).

Dus: R(C,)c R(CY).

Anderzijds: 5;0
U, =C,
i i

20.9 dus T.NT % TTN ¢
il i i
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1° R(U,) is compact

want R(Ui) = R(E‘Z‘Tl) = R(C.)

y o ] 1 = 1 D TT AT

2 Uirwuj = R(Ui)r\h(uJ) (i#£3)

immers, neem aan 1 » j, dan C#r‘cj = ¢ dus

~ o o~ ™ NP —

c,n cj = n(ci)n u(cj) dus U, 0 Uj R(Ui)nR(UJ,)

oji-

O-{Ui} is een ]oVaaW eindige overdekking met maas oogstens %,
want de maas van U } is hoogucens gelijk aan de maas van iA [

De lokaal einolguula van ¢ U, } volgt uit het feit, dat voor ieder
punt p geldt, puiAi Voor zekere 1. Verder is Ckf\Ai 4 0 als k> i,
Hieruit volgt wegens het open zijn van A, dat Unh, = ¢ als k>1,

Ai is dus een omgeving van p welke met hOOLSbenS 1 elementen uit {U }

cen niet lege doorsnede heeft.

B. Constructie van Sq" 41y U_E-Sﬂ

Ui is, als gesloten deelruimte van M, randcompact, separabel metrisch,
Dan is er volgens de constructie van S,1 in Uq een hoogstens aftelbaar
stelsel van gesloten verzamelingen U Jlo,... met:

1) R ULj) is compact

Uﬁ(
“) TWFe verschillende Ulj hebben hoogstens randpunten gemeen
lj } is cen lolaal eindige overdeklking met maas kleiner dan

/.

of geliljk aan é% .
Voer dit proces voor iedere Ui uit.
Dan geldt:
1) Uy i3 is gesloten in M
want Ulj 18 een gesloten deelverzameling van een in M gesloten ver-
zameling.
2) Ui:)Ui“ voor alle 1 en j

? - - — -
3) RM(Uij = RUi(Uij)U {RM(ui) s Ui;j§
immers:

D &Ry (Uij)=$ pe.UiJﬁ omdat Uij gesloten is in M. =
= D 18 verdichtingspunt van Uig =
p verdichtingspunt van U \\U 15 of p verdichtingspunt van MiUi
dus pe RD (Uﬁﬁ) of peR, (U ).
Triviaal fs: RM(U DRUi(U )u{RM( )N U, J}
4) RM( J) is compact, want
RM(Ui){"\Uij is compact, als gesloten deel van de compacte verzamelin



LT e (1T s Compact, en dns ookt hun vereniging
U, U = : H,.(U

5) 1Jr) k1l RM(Ulg)n ﬁxjkl)

want als k=i dan geldt:

U‘ﬂFJUil - RUi(U,.)C RM(U: ) en

i i L
U, 130U < nUl(uil)c RM(Ull)
i 8]
dus U, | UilC'RM(Uij) Rig(U5 1)
Triviaal is: U. 13N U1 2R, (Uij)r?RM(Uil) (omdat Uij gesloten is geldt
blijkbaar “m(Uwg)c U, J)
Als k#i dan geldt:
U e U 1€ R U
. (U)n U e A (U, )
"iJ I.1 & R(T, )ﬂ U 1C:RM(UK1). Verder analoog met het geval k=i.
oo ®
{Uij} 1s een overdeklzing met maas kleiner dan of gelijk
1="] =1
A
22
7) {U is lokaal eindig.

Voor net bewljs van deze laatste elgenschap merken we eerst op, dat
de ster van een willelkeuripg punt p uit M ten opzichte van het stelsel

Sq een omgeving is van dat nunt, welke gevormd wordt door een eindig
aantal Ui‘ Want uit de lolwpnal eindigheid van Sq volgt, dat er een om-
geving 1s van p, zeg V(p), wellze met slechts eindig veel U,, zeg
Uu,...U
| I
menten uit Uq..uUk,
van o behoren, zijn open. De doorsnede van deze complementen met V(p),

> €en niet lege doorsnede heeft. De complementen van die ele-
dle » niet bevatten, en dus ook niet tot de ster

is een open omgeving van p, die geheel tot de ster wvan P behoort. Dus
is de ster van u een omzeving van p. Ye noemen hetg inwendige van de

Ster van p t.o.v. 81 O(p) en nemen aan dat de ster van p bestaat uit
qu...jU

1-
i . : , : . W i
8 Ts 11, dan 1s er - wegens de lokaal eindigherd van {Uij} j=q 0

de relatiefl priiutoe Ui £en omgeving O_i van p in M zd, dat peaOiF:U, en

z6, dat Oir>01 met slechts eindig veél e¢lementen uit {U J} 321 gen
niet lfge doorsnede heeflt,
0 ﬂ‘[ 0. } is een omgeving van P 1n M, die met slechts eindig veel

elementen van 52 een nlet lege doorsnede heeft. Dit is Juist de lokaal

eindigheid van 82.
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C. Met volledige inductie construeren we zo het stelsel S.
Voor het stelsel 5 gelden de volg gende elgenschappen:

Gevolg 1: D dronpginedc ran U > U, :9..,
e a/, czlf

e s (0]
bevat hoogstens één punt (wegens 4 ).

Gevolg 2: De szier van een nunt ten opzichte van Sij 18 een omgeving
S=Vese < p

: - E
N

melingen Ua a bestaat.

Want de steé vant P Ten opzichte van Si is cen omgeving, die slechts

van p met diameter = die slechts ult een eindig aantal verza-

uit eindig vesl elementen van Si bestaat (dit 1s bij constructile van

N r—-o ] ] : s (.

62 onder 7 bcwezen). Ieder element van de ster heeft een diameter
kkleiner dan of gelijk aan -% . Met de driechoelisongelijkheid volgt dan
2 : . . oy 1

dat de diameter van de ste? kleiner dan of gelijk is aan T -
e . , o 2=
Gevolp 3: Zij Aﬁ de ster van p t.o.v., Sy
C A
Dan is {A, } en lokale basis voor p (uit gevolg 2).
Gevolg U4: Tr is een eindic aantal Ua a a dat de rand van Ua 5
"’*—*“"—1-———-— c oo y s ooy
overdekt, L Kok 1
Bewijs: R(U_ ... ) 1s een compact deel van U, u
<t ol ® o o
] k 7 I
Beschouw nu in de rzlatiefruimte U ., de volgende overdekking van
R(Ua a ): Neem bij deder punt VaH de Pand van Ua A het inwendige
-oc] . m « © o o C
van de stér van dat punt t.o.v. iU’ }i—ﬂ . 1 !
,00.1 -

ek
Wegens het compact zign van de rand is er een eindig aantal punten, zd

dat de sterren van deze punten de rand overdeklen. Wlegens gevolg 2 is

er dan een eindig aantal U s dat de rand van U overdekt,
aq...ak+1 a...8

Stelling 2: Zij W een verzameling., Zij f# een functie, gedefinieerd op W

met waarden in de machts sverzameling van W, die aan iederp punt x e W een
lokale basis D, toevoegt.

Zij U, ={U/ 3 B(B&B, & Bc Ul (het omgevingssysteem van x),

i I = {U/ya U-#ljc-Uy} de verzameling van open omgevingen.

Voldoet 5 aan de volgende voorwaarden:
O ~ k)
17. Teder elemznt van de lokale basis van ¥, hevat x,

0 ‘ .
27, De doorsnede van twee elementen van B, is cen omgeving van x

@
P

)

90. Teder element van B bevat een open omgeving van x.

Dan is I een topologie VOOP V en B cenbly deze topologie behorende
lokale basis en U het bij deze tooolow¢e behorende omgevingssysteem
Bewijs: Zij ¢ de functLe welke aan iledere x U, toevoegt. ¢ voldoet
blijkbaar aan de volgende eigens chappen: (i) t/m (iv)

°
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0
wegens

|

i

(i1) Ue U, A
il e 1y Jecens 0
Ve U, wljn\fet% wegens 2
Lu
ii1i1) UeU - e
( ) Hl=Ve U, wegens de definitie van U
UV * *
(iv) IJ”L&m?ﬁV{Veﬂ%&ﬁVcIig(yeif=:Val%)} wezens 3°,

Op grond van (i) t/m (i1i) vinden we:
T

is een topolozie voor W, want:

3

2. $el want w4, VeI, want voor alle x is U, nict leeg en QgﬁUK
dus wegoens (11d) e U,
b. Ael betelent xelh =Ll
== A
Bel beteltent xa B =>Bel_
ST i 1 - .
xeAﬂB:;xeAS:x&Bm¢A€u"&ﬁeth:)Amb&uxdusAnBeI
s S A
c. Z1j = iu} cen indexverzameling. Laat Q% & %.
= . . A
X & U‘(_.‘,/ ::.;,3,,06;«.{:«:66,‘, } C. &'UX =
/(:Sr g J [Ne J o
= U C.eU_ dus U_ C_ e I.
e J = J

J /€ r
zoek met behuln van deze I ce

FeF <{3C/tel&GcFaxat] .

X

van

noomgevingssysteen Fy

.

Omdat Ge T er x s 1 Ge U,
Omdat GaT en wegens (1ii) is FeU,. Dus F oo U_.
P FeS oS

Op grond van (iv) vinden we:
iv

UelU, '='3V{iveU &VaUea(veV=VeU,)}
X I3 ®
Uit Ve U, volst wet (1)x eV,
Uit (yeV =Ve Uy) volgt Ve I.
Dus: UeU = 3V{Vel&xeVa Ul , dus Uel .
Pus: U_c I
X X
Dus U_ = F a.e.d.
= Yk % e et
otelling 3¢ Zij M een semicompacte, senarabelc metrische ruimte, dan
is M nuldimensionzal te compactificeren ¢.w.z. er 18 een separabele

metrische ruimte M zodat:

en

Me ™
M

M
¥ N 5 . .
M™ N M is nuldimensionaal.

i1s compact
e

M



Bewigs: M 1is randcompact, scnarabel metrisch

Deschouw in M een stelsel {Sii :;1 zoals geconstrueerd in 5t.1.

De hele rulmte I noemen we UO. B

Ty M {O,ajb,.,.§ cen wncexverzameling, waarbij lederc index bestaat
uit een rijtge natuurliighke getallen, eventueel gevolgd door nullen,
als het rigtje uit eindig veel natuurlijke getallen hestaat.

De

lengte van een element uilt N is het aantal natuurlijke getallen in
£

)

dat element. Is dit aantal oneindig dan is de lengte ool oneindig.

0=(0,0,0,0,...).

Ve noteren nu cen U_ ., uit 3, als U_, waarbiy a=(a_,...,a,,0,0,...)el
8.8, I a 1 k

e

i.hd, MU (0=(0,0,,..). *

[

1. Laat de lengte van a gelijl zign aan 1o, dan voezen we aan M het
i

punt Dy toe, als Ua oneindiyg veel elementen bevat van Sk+1’

2. Is de lengte van a oneindig en is a=(a.,2,,...), dan voegen we aan

i st

M het punt p, toe, als de reeks U, ,U_ _ ,... cen lege doorsnede heeft.
-1 )

|
I met de toegevoegde nunten noemen we M7 |

- 3 .,..1Y - ; . .
Definitie: U = U u{ p, (b.=a. (1=1,...,"),waarin & de lengte van a
— a a I8 1 i N 4 VA

voorstelt } .

1] A, de stor van g ten opzichte van 5y
#3 CO ‘ , : : 1
§Au }” . is de lokale basis voor p.
A
2. Py met lengte a is k.
[
N - ) 8 . - , . L
De lokale basis van p. zal bestaan uit het complement in La van
i
een eindipg aantal verzamelingen ult S;,q.
[ A
3. p, met lengte 2 1s oo a:(aqyag,...).
- R N . - o
De lokale basis van p_ zal bestaan uit U, ,u 5o e
. 897 858,

@ Eigenschappen van {87%:

o % . . .
g Ua A\ Rm(Ua) 1s een omgeving van p,_, als a een eindige lengte heeft.

Bewljs: Zij de lengte van a gelijk aan k.
Volgens stelling 71, gevolg 4 is er een eindig aantal elementen uit SP+1’
LA

R
en dus ook uit S

Jepr] o dat Rm<Ua> overdeltt . Het complement hiervan ten
A i



opzichte van U 18 een omgeving van © die bevat

a.’

a:(aq,aOJ...) b een element van eindige le

L‘\PW(Ub) een omgeving van ..

o
=4

dan 18

Pewids: Omdat U_ DU, 4 ... cen legc doorsne
. dd
k> k z6 dat ‘ e

waos

+ R (U ) (U )}-3 f (U _
LM Ta, ..., A IR LmVa, .. .a,

" A 1 ! i K+2
gepens het compact zijn van de clementen cen niet
ben, hetgeen in tegenspraalk 1s met het feit dat U_

=
Lege doorsnede heeft,
~ O ~ \
2 a"(ei/],*“““ﬁd]SUJUﬁ"°)
. ] e
I - . .
(U™ UJu™ .oaIN R (U . ) 1ls een omgevingz
a e (,1_1 "o oty il & R .d]_ =l >
= 3% .‘-

verzameling dis dec

UC] N Rm( Ua ) |

Ve bewljzen dat de met

opezn verzamelingen

gedelinieerde bases lokale bases Z1Jn ten opzichte
We tonen aan, dat de aan icuer punt tocpevossde bas
voorwaarden - t/m 5" van stelling 2. Aan 19 an BC
De jo voorwaarde saan ve na voor de verschillende
g & U

Z1y Aj cen element van de lokalo vasis, Aﬁ de osterp
Ai* \ ﬁM(A‘.) 18 cen open omgeving van q '\.f*:)i,‘j;(:ilS
ling 1, pevols “,

20,0,...):

1
I
129

cen element van de lokale

I I
LS

i=1
\RM(Ua) is dan een open omgeving.

)

a=(a

gg_%._.._.________ﬁ _..__-_..i\;,._MW_ 2 a8 SR
- 5 # N
213 U een elemont van de lokale basis,

de hecelt

dit niet het geval,

/i i

van p

omgevingen van

behulp van deze lolkale basis

v 3 1 1 - . P "
nderdaad een topologie vormen voor M

punton

cipenschaven ® en

is in U;\Rm(Ua)

- (1sl)

ngrve k met b

1is er een index

dan

} o ...

,,aa-CA

heb -

een

doorsnede
[

-~
e

n

|

nant deze

1)
a

Py namelijk

&

te defini€ren

en dat de

Van

teze topologie.

voldoet

triviaal voldaan,

van M

van TL0WV, 5

g

stel-



S - S
o N
ern slelling 1, o
P, - B
LI McM
vant de lokale Laszi

tot M is

M~ be

zit

bagis gevormd

10 aftel

aantal

met lengte a is ein

Lrodls een 1 zodat de sterren van o
(Stelling 1, gevolg 2),
De sterion van u en i t.o.v, Uf zign
13
»,O - T N o - 3
2 e, p_oe M a heel't eindige 1l
A Afll de ster van o ten opzicht
e - )
n i iy 7T ~\‘ A e e S - VA ~ 1T
fyopq €N Ua‘Aﬁsﬂ “ign disjguncte omg
el en u_ e a heeft lengte co

c
een i

Dan ig er

[
i

M en punten

R
<

ulit eindice verenipgingen van elementen uitc

haar.,

dig ieder een afte

(Ilierbiy gebru

R AT
Zodat p &U P
a

- Q.

meeving volgens

Qe M

met lengte a

Lie

elg

Juist een lokale basis van D ten opzichte van M.

o
[}

L Qo

b

lhare lokale basis.

lres

n ve eigenschappen @& WO,E

I disjunct zijn,

disjunc®.

evingen van g en S
a::(.azlﬁagﬁ o e v)'

want de reelks

el . e s -~ O]
heeft als doorsncde het pune pa.l | L
FA / e -1 - v ' *
213 A de ster van P ten opzmichte van Si .
Ai en U7 ~ N4 vormen de digjuncte omgevingen,
i e o ol N . -
){O . - . P . ; s KR o -
Py en By a en b hebben eindige lengte v vresn, 1,
R . N TS o, .
Als le=1 dan z1gn u_ \ug'cn u’b\\U: disjuncte omgevingen,
- Cdap a1 R e LD . ‘
Als 1>k dan Zign U] VU en U, digjuncte omgevingen.,
«a i A
=0 - - - e T o : 1 oy : 1
pa en BN @ elndige lengte, zeg 2; b heeft lengte 00, b I

| K41
0 .
6 P, en p
Voor zekere i 1ig o

41.
=
4 E

Y I z1Jn

It

a neeflt lengte oo
b heeft lengte oo

., J-
e

dis juncue omgevingen,

:(811382: . -«)
z(bqugﬁ"')°

o)

enschappen @

, s e s ) # -
van o een punt we M ten opzichte van M s beperkt

Verder bezitten de altelbaar vele punten o,

30

wordt de lokale
o,
4 (lz/lgg;a-.)u

)

a . * T - %
an zijn Uéq,.cgi\dbq.n.b. en Ub

1 “

N o
i

w4 - . -
\.Ua disjuncte omgevingen,

,]c--



1
o g )
.,1-—~(a,ij o .gﬂk _.'IJL':OJ e )
i

o cen punt. o 1z verd
e ey, 4 ) S a

Lt
s
Ziy a=(aﬂ,aﬁ,..c)a

oo LR . —_— - . . 5 .
Neem uit iledeve U” ,u en nunt., Dan 1
a 1 a AA iy s e e
- o~y ey | -

van deze verzameling. -

Vl& Heat a zen cindaige lengte, dan is U:-vompac
<A
0929l9§}§§

a.

b. Uit a en

d. Uit vIzT
e. Uit d
£. RM%(Ua) =

cn

en IV:

Bewijs:
U \R

Trivzaal 1s R (U ) e Ry« (U)).

is owven, en wegens e is U gesloten

(Vs

* B T "
VI M \NM is nuldimensionaal

“a

dus

tchtingspunt van dez

1

verdichtingsvunt

Wegens eigenschap £ hebben de elementen van de lokale basis van een

punt b, een tot M behorende rand,

1

e



colloguium "Gencralizatics van het dimensiebegrin”

Over cen stelling van

Alle beschouwde topolorische ruimten zZullen seperabel mecriseerbaar
verondersteld worden., Zoals belkend (zie W, Hurewicz and Henry Wall-
man, Dimension Theory), zijn de volgende eguivalenties voor sgen to-

n
pologische ruimte I van kracht voor nx O:

oo e V odh =K, I open verzameling U, pelUci\A, 26, dat
dim g U) g n-1;
o ter v 4,8, haB=f, T=A, B=D 3 open vr:zamelin% U,
JeiNB, 26, dat a1mR(U)<

L
e

dim X gn ¢@>\jg>¢é,: A, 3 gesloten verzameling O, die { p} en

B, dim X¢n & YV A,B, LaB=@, E=A, T 3 cesloten verzameling O,
daie A en B scheandt, met e -
Hierkbi] gebruiken we:
Def.1., De verzameling W scheidt de verzamelingen U en V in X als
er een sulitsing X=U'uV'ulV 1ig, 2o, dat UcU', Ve V', en

T en VU open in XNW, d,w,z, Un\V'=0, Un\V'=y¢

sing ig ecen vereniging van onderling disjuncte verzamelingen,

Stelling 1. Stel dam Lsn, YcX, dim ¥=0, Als A en B twee disjuncte

gesloten verzamelingen zijn in X, dan 1s er een gesloten

A

rerzameling 0, die A en § scheidt, terwijl SN Y=,

Bewijs. Stel U en V omgevingen van 4 en B met U 7

A V=g, Daar dim Y=0,
r

o

worden Ua¥ en VAY in Y gescheiden door de leze verzameling:

er is een splitsing V=L u¥, met TAVYck, VAaYcel, I =@,
— . - . . v - o o -
EAF=0. Dan oock: (EvE)n (BuF)=C, (AuvE)n (Bul)=J;, daar X

<

olle ving O van AUl metb:

et
"3

ig normaal is, 13 er een omge

Ol
td

F):@. Nu is ¢=#0) de gevraagde verzameling.

/

n(

We gebruiken ool
Somstelling: Als X = {J F. Fizpi, dim Fi¢ n (i=1,2,...), dan

dim X «n,

Stelling 2. Stel dim X=N; dan 1is X de vereniging van n+’ dis juncte

nuldimensionale verzamelingen, waarvan één een F_ -

(:5

verzameling is. Als omgekeerd X = ,5 en dim Xi=0

(i=0,...,n), dan dim Xsn.



Bewijs.

stelling

.
v T

Zijel cen aftelbare basis van ¥, zd, dat de randen van
de elementen van <k hoogstens (n-1)-dimensionaal zijn.

(Als bijv. &' cen aftelbare bagis, ¢n we big leder paar

U,Ve B met TcV een onen verzameling I nemen met Uea R cReV

en dim d1 (B) s n-1, dan vormen deze verzamelingen zen basic
& als vereist.)

TT - . T e Y Y ™ P . ol
Nu geldt: L 4= U7 (B)};;&&@}Jﬁ :en ' -verzameling, tor-
wijl dim ¥ -1 volpgens de sometelling; X =X\ X is
n-1°s - =7 "o n--1
nuldimensionaal. Oolr ig dim £ 1:n»-“‘l, daar dim £ 15 n-2
[ -
met behulp van stelling 1 zou leiden tot dim X< n-1.
Passen we nu op Xq 4 de inductieonderstelling toe:
0 n-- -
£ = Looeen epliteing, met dim X =0, I cen F_ - -
S Eg 1 platsaing, met dim n=0, o cen B ver
T . '. . i .
zameling in X , dan 18 X = ) X. een splitsing als ge-
- S 1 )
1=0
vraagd, daar Xn als q_nverzameling van de P%wverzamellng
Xn»ﬂ ool een @T~V@rzamellng van X 1is.

De rest van de stelling is zemakkelik bewijshaar m.b.v.
volledige inductic en stelling 1.

Cpmerking

5. (Mishiura) 3tcl dim =m, dim Y=n 20, Yc %, Y een P -
verzameling van X. Jan geldt: hlj 1edere twee disjuncte

esloten verzamelingen A en B van X is er een geslouten ver-

zameling U die A en B scheldt, met dim Us m-1, dim(Ca¥)s n-1.
Gebrulk makende van stelling 2 vinden we splitsingen
X:XOLJIquj Y:YOL)Yn_qj met dim KO = dim Yoxﬂﬁ dim Km~1=m~1,
dim anq:nmﬂj xo ecn FE ~verzameling van K, YO aen 7&« VEr -

zameling van Y, dus ook een Py =verzameling van X, Dan

Ty

dim X UY  =
(@] )

is er nu cen gesloten verzameling O die A en B scheidt, met

-

5, m.bov. de somstelling. Volgens stelling 1

e ~J o e a o A - o - “ “r
N (J;O ) .’0) (. Tan O c Dqe Gus dim Csmed, en CnY el

| R
dus dam CnYs¢n-1, g.e.d.

, \ . . ; et I ‘ .
de n-dimensionale euclidische ruimte &, dan is de beper-

king dat Y een F ~verzameling moet zijn overbodig. Want

schrijven we weer YquL}Yn 45 waarblj Y nu nilet noodzake-
L id [
1ijlk een Fo-verzameling van X 1s, dan lunnen we volgens
. . PR L 11 P R
stelling 1 een gesloten verzameling C 1n E vinden die A

‘N *

de
maar als A en B niet-leeg

en B scheldt; hilerbij kunnen we veronderstellen dat
rand is van een open verzameling;

™

#e
ziJn, hetgeen we mogen veronderstellen,dan is dim C =n-1,

1. Als in stelling 4 X cen gesloten deelverzameling is van



-

(Iarewicz-Wallman, Ch.IV, § 4, Cor.2.) In dat geval vol-
. L L
goet (=0 n 2.

Stelling 4. 7ij ¢ cen n-dimensionaal compactwn (n 3 ¢

. L . e
een deelrulmbc Tanet: 17, dim L o= 1ol
f\'o e e N B o

o, A Een G ¥ ~vVerramelin 23

O o ) ‘
37, dim 0N L = O
O

LY, als I gecompactificesrd is d.m.v. ecn verzameling N

met dim Ns G, tot 2en comoactun D, dan dim D=n.

-

Dit houdt dus in, (}

&)

t, hoewzl 30 gecompactiliceerd kan worden

(“F\

tot cen (vi-1) -dimon aal compactun (Murcuicz-Wallman, Ch.V, §
T™h.6), en i ook gecomvactificeerd an wapden o.i.v. cen hoogstans
nuldimensionale verzameling (zia Ble. 3.2 en blz. 10 stelling 3),
£ niet gecompactiliceerd kan worlden tob cen (n-1)-dimenzionaal

a
compactun 4.m,v, cen hoogzstens nuldimensionals versz ameling.,

Bewljs. Als xngP=I, ¢n yel = 3 omzevin. U van y met X &uU
dam 2% (U

y)s n-2, dan 3 Vaseews¥ &1 met Py U, =

= Uc Ugx, terwi)l dan dim & (U)¢ n-2, dus x en F ceschel-
den door een (s n-Z)-dimensionale gesloten verzameling.
Paar dim CU=n, 18 er cen punt X, En een gesloten verzameling
B xﬁj zo, dat x. en I nl=t gescheilden kunnen worden door

cisloten verzameling., Dan 1s er

hliJkems het bovenstaande ook een punt x.e T, zo, dat X,
en x, niet ceschelden lunnen worden ¢,m,v, een (¢ n-2)-

[t

Clmensionals pesloten verzameling.

ptel C =V UV L een aplitsing, met dim V=0, dim v =n-71, V
il b
O i ’ )= n
2 e 'G—V(PZQM“JLHP, xqjxﬁe.VO (vizl. het hewijs van stelling 2
hizrin kunncn we voleens stelling 3 epvoor zoreen, dat ¥ . oeen nul-
- y - o 3 n '1

dimensionale Fg—vurzamellng vermijot, dus zeker zen die bestaat ult

2 elementen)., Stel v = U.ocen splitsing met dim ©.=0, 6 sen
© ) -.L,]__,rl {J J] S i L) i Jl 5 o <
It =verz ammWth van V.o,
6" n-7
dus: dim X=n-1, X ecen GT rerzameling,
A ’
nu ¥ gecompactificeerd d.m.v. con varzameling My, met dim Ns O, tot

- e o / TN
2, Neem nus X=0N0 . Dan

dus ool o
TN K=0, X%, e L. Stel
o

J

een compactum I,

Stel dim D=n-1. We dienen nu een topenspraak af te leiden.

Volgens de stcelling van Laveientieff kunnen we de identieke afbeel.-
ding van X op X voortzetten tot cen homeomorfisme van ecen qyuverza~
meling in D oo een %ruvevzamcling i ©, Daar X een GJ—verzameling
ig in €, is dan oolr X een }J~verzameling in D, zoals gemakkelligk 1is
in te zien., Dus N een %,»verzameling in D,



Volgens stelling 5 1s ¢r cen (g n-2)-dimensionaal compactunmE in D,
dat X,o0nox schoidt, met In =7, Dun is c¢r cen splitsang

™ ~ - . ™ e P . 3 ey o
Vs NG 1, FA onor. o ooen, Maar can

et (}Iruﬁﬂ1)n (XaF

Jan:

daar n »d vinden we m,h,v, de sometslling:
il i - o 3 il - ‘
dim B ul s n-2, dim Lubdsn-2),
T ode desleudmEe O (7 ) e s \ T :
in do deelprulmte C \{;{Jf) ziln In P, en ocsloten; volgens

stelling 1 worden zi) gescheiden door cen posloten ve rzameling die

N vermigdt; dit kan slechts de

verzameling zign. Er o 1s dus
cen swlitsmng:

C2
il
:J
~
~
)
2
(‘\
i
P
-
[
~
-
-
O
p
s
£
-~
¢}
v
~
0
o~

~ . ;
G, Gq en G onca dn 0N (D wuT), Duld mesloten,
[ -
oy 5 ! Skl o e \ e R N - - o -~ s I P PR - s
s, AN Blriga met het Tolt dat =, en x, in O nazt gesch31~

den kunnen worden door een (g n-0)-dimens

telling % voor het geval dat

R
Dewl et s

T, NLﬁn7u43

l; -
o= h I, waarbyry I=[0," zaat ook op
voor hnt seval dat U oeen Canter-varidtelt ig, waarbig

va ] 23 N e Y Z ey <1 e~
dan O owillel cozen lan worden, zo, dat aan de

. e e . G . . q
VoOorWasard o 5 van stoelling 4 ois voldaan.

[ . wp ey e S
'\L(:t] Lu("t,’n VA

is «en compactum, met dimensile

nel, zd, dat twee punten crvan 4door een vorza-

meling van dlmensic g n-2 gescheiden kunnon worden) .,
Hiervan gebruilk makende, en met boehuln van het feit

dat een compactum met dimensie nz 1 cen n-dimensionale

Cantor-varidteit omvat (zic Hurcwicz-Wallman, Ch.VI,
§ 5, Th.8), 18 ook stelling 4 gemalkkelijk te bewijzen.
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Colloguium "Generalisaties van het dimensiebegrip"

2 februari 19671

Over het bestaan van n-compacte ruimten

Definitie 1: Een ruimte M heet totaal imperfect als M geen over-

aftelbare compacte deelverzamelingen bevat.
n+1

Stelling 1: De n-dimensionale eenheidssfeer 8" in E kan gesplitst
worden in twee disjuncte totaal imperfecte deelverzame-
lingen Mq en M2 die zo gekozen kunnen worden dat Mq ver-
kregen wordt uit M2 door een spiegeling ten opzichte van

de oorsprong.

Bewil js: We maken gebruik van de volgende stellingen:
1°. Ieder overaftelbaar compactum heeft machtigheid c.
2°. De familie van alle gesloten deelverzamelingen van
een topologische ruimte met aftelbare basis heeft

machtigheid o< c.

Welorden de verzameling van alle overaftelbare deelcompacten van st

C31,Cg,...,Cw seely s o< .. Z1] ¢ een willekeurige spilegeling
wvan 3" ten opzichte van de oorsprong.

iKies nu in C,l twee punten P, en q, z6 dat de Y4 punten SPPLePP W(pq)
en @(qq) alle verschillend zijgn. Zet dit proces transfiniet voort,
door uit Cm twee punten Py €N 4, te kiezen zo dat Dy Qg » g(pu )
en W(q“) alle verschillend zijn en zo dat ze tevens verschillend zijn
wvan de reeds gekozen punten Pa sCq 99({)/3 ), @(qﬁ), fo< o

In M, kiezen we nu de punten P, en @(qa) en in M, de punten g, en
P (0, ) -

Dit proces kan uitgevoerd worden daar volgens st.19 iedere Cw de

machtigheid ¢ heeft en volgens st. 2% & < xlc,

De punten van s" die niet reeds in Mq of ngzittenj verdelen we nu
Z0 over M, en M, dat als pe M, dan p(p) e M.

b

is nu gelijk aan M, U M., terwijl MO M, = @, ¢ (1,)=M, en M, en
p&z totaal imperfect.

1 2’

Stelling 2: Als de compacte n-dimensionale ruimte M de vereniging

'is van twee disjuncte totaal imperfecte verzamelingen
M,1 en ME’ dan is cmp Mq gelijk aan n-1 of n en cmp M2
gelijk aan n-1 of n.

BRewljs: Als n=0 dan cmp qu—ﬂ of O en cmp Mgz—ﬂ of O,
Stel dim M=1 en cmp qu-ﬂ, dan is lvi,1 compact en dus af-
telbaar. Daar M1 gesloten is, is M2 open en dus locaal
compact.



M, heeft dus een aftelbare basis van verzamelingen U met U
cgmpact. Daar iedere U aftelbaar is, is ook M2 aftelbaar. Hier-
ult volgt dat M aftelbaar is en cdus dim M=0, in tegenspraak
met dim M=1,

Stel nu dim M=n en de stelling reeds bewezen als dim Ms n-1,
nz22,

ZijJ p een punt van M met dimpM:n en stel p&an. Er is dan een
omgeving U van p, zd dat als V een omgeving is van p met V< U
dan dim R(V) 2z n-1. In R(V) dus een gesloten deelverzameling k
te vinden met dim k=n-11,

Daar ! gesloten is in M en dim iU 21 is k een overaftelbaar
compactum.

R(V) = (R(V)Fxﬁq)\J(R(V) n Mg)

L= K, UK, B R(v)nm1

K, £¢ L 4d Ky e R(V)n M.

Daar dim X =n-1 en K, en K2 totaal imperfect,is volgens de

ng cmp Mqa n-2. Daar K1 gesloten in

1
inductie veronderstelli
(R(V)r;Mq); n-2 = cmp M,2n-1 (blz. 2 st.

R(V)n M
3.5).

Om te bewijzen dat ook cmp M, n-1, dienen we slechts aan te

4 is ook cmp

tonen dat er ook in M, punten p voorkomen met dim M=n.
foul 1

I

M is een n-dimensionaal compactium en heeft dus een deelverzame-

©

dle een n-dimensionale Cantor manifold is (Hurewicz-Wall-

2

ling
man, Ch.VI § & Th.G).
Daar C in deder van ziin punten de dimensie n heeft en C een

overaftelbaar compactum is, is & M, £ @ en er is dus een punt

J

AN

DeCmMEmH;Mm@&n. g.e.d.

IS

. T - e D ‘
>11ling 3:De n-dimensionale Tuclidische ruilnte & heeft voor iedere k,

-T¢ kK ¢n-1, een deelverzameling I',, met cmp szk.
1 A

geen deelverzamelingen I met cmp Fan.,

. . N . . ‘ N
De totaal imperfecte deeclverzamelingen M, en M, van de S~ ge-
[

c
/]
construeerd in het bewiljs van stelling 1 liggen overal dicht in
B 3 e .
de S =y dim qu n--1 (Hurew1cz—wallman Ch.IV 8 5 Cor.ﬂ), dus
: n-1 = cmp Mﬂ=n~1. M,l

"\ {p} heeft dus

.v

cmp Mqé n-71, Daar volgens st.2 cmp M
opgevat als deelverzameling van de E' S

crap=n--,
m

E" bezit dus inderdaad voor iedere k een deelverzameling F, met

k
cmp F =k -lsksn-1 (blz.2 st.3.6).



Definitie 2:

Stelling 4:

Bewijs:

Definitie 3:

Stelling 5:

LA

Tedere deelverzameling van 2% heeft cmp=-1, Stel nu dat
. e - ~n=-"1
reeds bewezen 1ig dat iedere deelverzameling van de b

cmn § N~-2 heeft.
L1J nu Fa::Enj PEF en U cen bolvormige omgeving van p 1in ok
cmp(R(U)NF) = -1 als R(U) ¢ F, of cap(R(U)nTF)s n-2 als
R(U) ¢ F. Immers R( VA TF) is dan een deelverzameling van
st 1\ a} ~ %71 en volgens de inductie veronderstelling
is dus emp(R(U)n F) <« n-2,
Ieder punt pe< F heeft dus willekeurag tleine omgevingen U
met crn(R(U)n F)s n-2 =>cmp Fg n-1. g.e.d.
Een ruimte M heet extreem-onsamenhangend als 1edere guasi-—

component van M uit één punt

Als M cxtreem-onsamenhangend 13 » 1 dan 1s

cmp M = dim M.

Stel dim M=1 en kies pell zd dat dim M=1 en stel cmp MsO.
Dan is er een omgeving U van o z0 dat als peVe U, A

dim R(V) » O = R(V);¥@. Daar cup, JMs0 is er een Vo U met
cmp R(V)=-1.R(V) dus compact en niet leeg.

n o= C; Py P opeQ cn gesloten. n\

R(V) n F, £ &, RIV) nn (" ¢ = R(V) N 1@1 F, = @

cesloten en open, en dus R(DAU) =

met dln T

-

de SEElllng reeds bewezen 1s als dim Ms n-1

en stel dim M=n, n > 2.
Dan 1s er een punt pe M en een omgeving U van p zd dat als

) > n-=1.

gesloten deelverzameling F met

DeVcU, dim R(V

Kies in R(U) een dim F=n--.

Volgens de inductie veronderstelling 1s cmp F = n-1.

= cmp (R(U) » n-1 = cmp Mz3zn.

Daar cmo M =« dim i1 =n = cmp M = n g.e.d.

Daar =r voor iedere n extreem-onsamenhangende ruimten M be-
staan met dim M=n, 1is er dus voor iedere n een ruimte M 73S
dat duim M = cmp M.

Als M compact is dan cmp® M = -1,
tedere compacte deelverzameling van M wille-
R(U) s n-1,

& -
mp Mesn als

s 4 : e
keurig lkleine omgevingen U bezit met cmp

Als cmn M=0 &> cmp™ M = O,

Uit de definitie volgt direct dat als cmp™ M =0 dan ook



Stelling

6

°
°

Bewijs:

Jpmerking.

cmp M = 0O,
Stel nu cmp M=0 en zij F een compacte deelverzameling van M,
F < W open, Bij ieder punt peF kunnen we een omgeving Vp
vinden met R(Vn) compact en V_c 1,
or

De verzameling van alle V 's vormt cen overde kking van F.
Vv

Daar F compact is overdQVE ern s...¥_  reeds I,
1 p 18]
Vr ) V J ...xJV' is dan een omﬂev1n”nvan F met compacte
rand. V2 Immers °n R(V.u ...uv_) c.R(Vj Ju ... uR(V ).
1 “n S “n

R(Vo &1...LJVO ) 18 een gesloten deelverzameling van een com-

pactg Puimte,Ln dus comvact, => cmp% M= 0.

ZiJ M compact en Ac i, met ¢dim Asn. Dan 1s cmp (M\A)<¢ n.
Voor n=-1 triviaal,

Stel nu de stelling reeds bewezen als dim Asn-71 en stel
dim A = n.

Stel F cen willekeurige compacte verzamelinz van MZA,

F bezil

¢ dan willekeurig kleine omgevingen U met dim(R(U)nA)
¢ n-1 (Hurewicz-Wallman Ch.IIT § & Pr.B).
s

rig
de inductie vervonderstelling s gan

e *(RIU)N (R(U)AA)) = cmp (R(U)A INA) ¢ n-1 dus
Ysn (blz.2 st.3.5 voor cmp™).

-

dat het hoo dvermeoeden onjuist is, als

at met cmp 1A M, Uit def. 3 volgt

) - 3 UL N O A N TN SR

Stel cmo M=n en cmp M = n+k k>0, Als M gecompactifliceery

) 3 o - o - oy Yy T - 3 M..‘.*m' T

lKan werden door een n-dimensionale verzameling dan cnn Ms 0
in Tegensoraak met % >0,

Het hoofdverrnoeden 1s nu heuerCen in 4o volgende 4 gevalloen.

a. n=0 zie blz. 10 stelliin 3,

b. dim M = cmp .
Als dim M=n, dan lan I n-dinensionaal gocompactiliiceerd
vorden (Hurewicz-Wallman Ch.V & © Th.0). Daar cmpd M=n hee

)~

de compactificerende verzameling jgulst de gimensie n.

Als cmp M=1 dan b.

Als cmn M=C dan a,

M is =en deelverzameling van het vlal:, Hies M begrensd,

joX

dan is M compact. dum(TI\M) g
Als omp M= dan dim W N\IM=1 (blz.1 st.3.2).
Als cmp M=0 dan a.

‘}



